Ornek:1 25 aileden meydana gelen bir 6rneklemde, ailelerin ilk yetiskin ogullarinin X;: Bas

uzunlugu ve X,: Bas genisligi dlgiilerek asagidaki sonuglar bulunmustur. Bu verilere gore :

X . . ) . .
a)X = [ Xl] degiskenler sistemine TBA uygulamanin gerekli olup olmadigina karar veriniz?
2

X1] . o :
b) X = [ Xl] sistemi i¢i TB’leri bulunuz ve yorumlayiniz?
2

¢) Elde edilen TB’lerin varyanslarini bulunuz ve iligkisiz olduklarini gosteriniz?

d) Her bir TB’nin Baslangi¢ sistemine ait toplam varyansi hangi oranda agikladigini
belirleyiniz?

e) TBA sonucunda elde edilen yeni eksenlerin (TB’lerin) konumunu grafik ¢izerek agiklayiniz?
f) Her bir TB’nin X; ve X, degiskenleri ile korelasyonlarini hesaplayiniz?

g) Her bir 6rnek birimi i¢in TB skorlarini bulunuz?

X3 X, X, X, X, X, X, X, X, X,
191 155 208 157 179 158 163 137 192 154
195 149 189 150 183 147 195 155 174 143
181 148 197 159 174 150 186 153 176 139
183 153 188 152 190 159 181 145 197 167
176 144 192 150 188 151 175 140 190 163

Coziim: Baslangig sistemi X = [ Xl] degiskenlerinin olusturdugu bir sistem olup, bu kitle i¢in
2

parametreler sirasiyla E ({ ) = ve Cov(X) = X oldugunu kabul edelim. Parametreler

bilinmediginden bunlarin érneklemden tahmin edilen yansiz tahmin edicilerini kullanabiliriz.
Bu parametrelerin tahmin edicileri sirastyla 6rnek ortalama vektorii ve 6rnek varyans kovaryans
matrisidir. Bu sebeple once verilen orneklem icin ornek ortalama vektorii, 6rnek varyans

kovaryans matrisi ve 6rnek korelasyon matrisini bulalim.

R I e B O e R e
21 22 ) y 21 22 ) )

a) Kiiresellik testi uygulanir.

Hy=R=1,

Hy:R % 1,

2P+5

]l IRI~Xpo-1)/2
n=25p=2ve|R|=1- (0,73)2 = 0,4671 oldugundan, test istatistiginin alabilecegi

Test istatistigi: y? = — [n -1-

deger;



§2=— [25 —1- g] In(0,4671) = 17,127
dir. @ = 0,05 igin kritik deger X,%(,,_l).a = X£.0,05 = 3,8 dir. Buna gére 17,127 > 3,8 oldugundan
p-D,

H, ret edilir. O halde baslangig sistemine ait veriler kiiresel yapida degildir. Bu sebeple verilere
TBA uygulanmasi gereklidir.

b) TB’ler X; ve X, degiskenlerinin dogrusal bagintilart olup;

1TB- Y, = a1 X = a;1 X + appX,

2TB - Y,=a"X =a,,X, +a,,X, scklindedir. Burada a, ve a,; S matrisinin
normallestirilmis 6z vektorleridir. Bu nedenle 6dnce S matrisinin 6z degerleri ve 6z vektorleri

bulunmalidir. Oz degerler

95,29 -1 52,87
52,87 54,36 — 4

149,65+y12856,2125 N {/11 = 131,52
2 A, =18,13

|S—A1I]= = A% — 149,651 + 2384,7275=0 =

olarak bulunur.

A1,2 =

A, = 131,52 icin 0z vektor

_36,23 52,87 [all] _ 0 N {_36,230,11 + 52,87(112 = 0
52,87 —77,16 52,87a11 - 77,16(112 = 0

(5-Da=0= | bu

12
denklem sistemi i¢in katsayilar matrisinin determinanti sifir oldugundan parametreye bagh
sonsuz ¢Oziimleri vardir. Bu ¢ozlimler; 0 # t € IR olmak {lizere a;, = t alinirsa, —36,23a,, +

52,87t =0=>a,; = % t = 1,46t olup; a; = [1’161 seklindedir. Elde edilen sonsuz ¢6ziim

vektorii normlandiginda;

1,46/v3,1316 : . R ,
a’y = — X a, = l / l = [0’825 seklinde bir tek vektor gosterir. Bu vektor
das 1/4/3,1316 0,565

. .. . ; ) 0,825
A1 =131,52 6z degerine karsilik gelen birim normal 6z vektor olup; a; = 0565 olarak
gosterilir.
A, = 18,13 icin 6z vektor

_ 77,10 52,87][Q21] _ 77,10a,, + 52,87a,, = 0
(5-2aDg.=0= [52,87 36,17] o] =2 = { 52,87a,, + 36,17 =0 P°U denklem

sistemi i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifir oldugundan parametreye bagli sonsuz

¢oziimleri vardir. Bu ¢ozliimler; 0 #t € IR olmak ilizere a,, =t almirsa, 77,10a,; +

52,87t =0 = a5 = — 22 ¢ = 0,686t olup; a, = [‘0'?8“] seklindedir. Elde edilen

sonsuz ¢oziim vektorii normlandiginda;



—0,686/4/1,471 — . . o ,
a, = X x a, = l / ] = [ 0’565] seklinde bir tek vektor gosterir. Bu vektor
o Jghe 1/V1,471 0,825
, . . , , —0,565
A, = 18,13 6z degerine karsilik gelen birim normal 6z vektor olup; a, = 0825 olarak
gosterilir.
Buna gore;

1.TB-Y, =a’;X =0,825X; + 0,565X,

2TB->Y, =a’,X = —0,565X; + 0,825X, olarak elde edilir.

Yorum: 1.TB’de X; katsayisi daha biiyiik oldugundan, bu TB’nin varyansina X; degiskeni daha
fazla katki yapar. 2.TB’de ise X, nin katsayis1 daha biiylik (mutlak degerce) oldugundan,
2.TB’nin varyansina en fazla katkiy1 X, degiskeni yapar.

_ PN e 95,29 52,87][0,825] _ B
¢) Var(Yy) = Var(a,X) = a’1Sa; =[0,825 0,565] 52,87 54'36] [0'565 =131,52=1,
_ VN s 95,29 52,87][—0,565] _ B
Var(Y,) = Var(gzg) =a’,Sa, = [-0,565 0,825] 52.87 54,36” 0825 | = 18,13 =1,
’ ' ’ 95,29 52,87 _0,565 ~
Cov(¥y,Y2) = Cov(d X, a,X) = d Sa, = [0,825 0,565] [52,87 54,36 [ 0,825 | =Y

oldugundan Y; ve Y, TB’leri iliskisizdir.
d) Baslangig sistemine ait toplam varyans:
Ofop = 12(8) = s11 + S22 = 95,29 + 54,36 = 149,65 ve 1 + 1, = 131,52 + 18,13 = 149,65

olup, 572"011 =11+ 1, =149,65 dir. Boylece her bir TB’nin toplam varyansi agiklama orant:

V.A.0 = jj ,j = 1,2 esitligi ile hesaplanur.

OTop

Aj V.A.O Toplam varyansin %88 ‘ini 1.TB ile agiklamak
131,52 131,52/149,65=0,88 | mimkindir. Geriye kalan %12'lik kisim ise
18,13 18,13/149,65=0,12 | 2.TB ile aciklanmaktadir

e) Baslangig sistemine ait gézlemler igin serpme diyagrami asagidaki sekilde goriilmektedir.
Gozlemlerin bu sekilde dagilim gostermesi X; ve X, degiskenleri arasinda ayni yonde ve
yiiksek derecede iligki oldugunu gostermektedir. Bu durum hem varyans —kovaryans matrisinde
hem de korelasyon matrisinde gériilmektedir. Ciinkii Cov (X4, X,) = 52,87 ve Kor(X,,X,) =
0,73’diir. Bu sisteme TBA uygulandiginda veri kiimesine ait gézlemlerin yayilimi elde edilecek
olan yeni eksenler (TB’ler) olan Y, = g’lg = 0,825X; + 0,565X, ve Y, = g’zg =

—0,565X; + 0,825X, boyunca ve bir elips icerisinde olacaktir. Elipsin biiyiik (uzun) ekseni



- |X
1.TB olup a; 6zvektoriiniin dogrultusunda ve X = Iill
2

eden noktadan gecen dogrudur. Bu dogrunun egimi m =

_[1857
~ 11511
a;; 0825

ornek ortalamasini temsil

dir. Egimi ve bir noktas1

bilinen dogru denkleminden hareketle biiyilik eksenin denklemi bulunabilir.

170,00

160,00

150,00

X2

140,00

130,00

T T T
160,00 170,00 180,00

X1

180

1704

160+

150 +

140 -

130

120

T
190,00

T
200

T
oo 210,00

160 170 180 190

200

210 220

Biiyiik eksenin denklemi y, = 0 alinarak 2.TB’den de bulunabilir. y, = 0 ise 0 zaman



az1 (X1 — X1) + az (X, — X,) = 0= —0,565(X; — 185,7) + 0,825(X, — 151,1) = 0 =

0.825X, = 0,565X; + 19,737 = X, = =X, + 19,737.... Biiyiik eksen (1.TB) dogrusu

Burada TB’ler yeni orijini X 6rnek ortalama vektdriiniin temsil ettigi noktaya tasidigindan
baslangi¢ degiskenlerinin ortalamadan farklar1 alinmistir.

f) Y; temel bileseni ile X; degiskeni arasindaki korelasyon:

Ajajt .
YK = j =1,2;t = 1,2. lle bulunur. Buna gore;
j=1,t=Ticinry,y, = ”_511““ = VWJ:%‘;BZS) = 0,969
j=1,t=2iginry, , = ”—;‘“2 = YELT059) _ 0,879
j=2,t=1iginr,y, = ”—;““ = YRDCSSD — —0,246
j=2,t=2iginry, y, = ”—;‘”2 = YBITO929 _ 9,476

bulunur. Bu sonuglara gore: Birinci TB Y; ile X; ve X, degiskenleri arasinda oldukga yiiksek
iliskiler varken ikinci TB Y, ile X; ve X, degiskenleri arasinda nispeten daha zayif iliski

bulunmaktadir.

g) Ornek birimlerine ait temel bilesen skorlar1 asagidadir.

Birim | 1.TB Skoru | 2.TB Skoru | Birim | 1.TB Skoru | 2.TB Skoru
1 245,15 19,96 14 246,585 23,825
2 245,06 12,75 15 240,415 18,355
3 232,945 19,835 16 211,88 20,93
4 237,42 22,83 17 248,45 17,71
5 226,56 19,36 18 239,895 21,135
6 260,305 12,005 19 231,25 17,36
7 240,675 16,965 20 223,475 16,625
8 252,36 19,87 21 245,41 18,57
9 240,98 19,18 22 224,345 19,665
10 243,15 15,27 23 223,735 15,235
11 236,945 29,215 24 256,88 26,47
12 234,03 17,88 25 248,845 27,125
13 228,30 25,44

- X . . . .
Ornek:2 X = [Xl] degiskenler vektoriiniin olusturdugu kitleden rastgele cekilen bir
2

Z
orneklemden Srnek kovaryans matrisi Cov(X) = S = Ll} 245] , (S22 >811) Ve Z = [Zl]
2




standart degiskenler vektorii i¢in kovaryans matrisi (ki bu baslangic sistemine ait korelasyon

080 1 OO] olsun. Buna gore;

a) S matrisini kullanarak TB leri elde ediniz? Her bir TB’nin toplam varyansi agiklana
oranlarini hesaplayimiz ve degerlendiriniz?

b) R matrisini kullanarak TB leri elde ediniz? Her bir TB’nin toplam varyansi agiklana
oranlarini hesaplayimiz ve degerlendiriniz?

c) Her iki durum ig¢in TB’ler ile X, degiskenleri ya da Z; degiskenleri arasindaki iliskileri
hesaplaymiz?

d) (a) ve (b) de elde edilen TB’leri karsilastiriniz?
Coziim a) Once S matrisinin 6z deger ve karsilik gelen 6z vektorlerini bulmaliyiz.

1-4 4 26141640
4 25—1 2

|IS—AI|=0=>
A, = 0,35 bulunur.

=12—-2614+9=0= 1, = = A, = 25,65 ve

A1 = 25,65 i¢in karsilik gelen 6z vektor aq =?

I.Yol (Homojen Lineer Denklem Sistemi ¢oziimii ile)

homojen

(s - 1D =0= 720 ) =[] = (a5

4’ _O 65] [alz 4‘a11 - 0,65a12 == 0
lineer denklem sistemi icin katsayilar matrisinin determinanti sifir oldugundan parametreye

bagli sonsuz ¢oziim vardir. Bu ¢6ziimler t € IR parametre olmak lizere a,; = t dersek, birinci
5
denklemden a;, = ﬁt = 6,1625t bulunur. Bdylece sonsuz ¢dziim olan 6z vektor; a, =

1
t €IR olur. Bu sonsuz ¢oziim vektdrleri normlanirsa a; = Fal =
¢ P
a;

[6,1625t] ’

m [ 6,1625 t] [ 0.9 87] elde edilir. Normlu vektor tek olup, buna gore 4; = 25,65 i¢in

karsilik gelen 6z vektor a; = [0’32(7)

] olur.
1. Yol (algoritma uygulayarak)

Uygulanacak olan algoritma ii¢ adimlik bir algoritmadir. Simetrik ve pozitif tanimli bir A: p X
p matrisinin A; 6z degerine karsilik gelen a; 6z vektoriinii bulmak istedigimizi kabul edelim

G=12,..,p)

1.LAdim A — A;I, matrisi olusturulur.

2.Adim A — A;I, matrisinin adjoint matrisi bulunur.

Adj(A - Ajlp) = [Kof(A - Ajlp)]’. A:p X p matrisi simetrik oldufundan A — A;I,, matrisi

simetrik ve bdylece Kof (A — A;I,) adjoint matrisi de simetriktir. Bu durumda Adj(A —
)ljlp) = [K of (A — A Ip)] olur. Elde edilen bu matrisin tiim kolonlar1 birbirleri ile orantilidir.



3.Adim Ikinci adimda elde edilen matrisin her bir kolunu iizerinde su islem uygulanir. Her
hangi bir kolona ait biitiin elemanlar, o kolondaki elemanlarin kareleri toplaminin karekdkiine
boliiniir. Bu adimda elde edilen matrisinin sifir vektdriinden farkli olan herhangi bir kolonu 6z
vektor olarak alinir.

Simdi bu algoritmay:1 uygulayarak A; = 25,65 i¢in karsilik gelen 6z vektor a, 6z vektoriinii
bulalim. Burada A matrisi yerine S matrisini alacagiz.

. 1 25,65 —24,65 . .

)S— A1, = [4 25 [ 25 65] = [ _0 65] ...simetrik

.. . —0,65

i) Adj(S — A1) = [Kof (S — A 15)] = [ o4 65] .(2 kolon 1.kolonun (80/13)

katidir.)

i) [—0,65/\/(—0,65)2 +(—49? -4/ (4% + (—24,65)2 l _ [—0,160 —0,160

—4/\/(=0,65)2 + (—4)?  —24,62/\/(=4)? + (—24,65)2] 0,987 —0,987
:8:;2(7)] veya a; = [8:;2(7)] olacaktir. Cilinkii her ikisi de ayni
vektor olup sadece dogrultular: farklidir.

olup, aranan 6z vektor a; = [

Benzer sekilde 4, = 0,35 i¢in karsilik gelen 6z vektor a, = [ 00918 67 0 olarak bulunur. Bu 6z

vektdrler birim normal 6z vektdrler olup birbirlerine dik ve ag a, = 0 dir. Boylece S

matrisinden elde edilen birinci ve ikinci TB’ler varyans biiylikliigii siralamasina gore;

Y, =a; X =0,160X; + 0,987X, ve ¥, = a; X = 0,987X; — 0,160X, olur. S matrisine gore
ikince degiskene ait varyansin, s,, = 25 biiyiik olmasi, birinci emel bilesene yanstyacaktir.
Birinci temel bilesende de ikinci degiskenin (X;) agirligmin oldukga yiiksek oldugu
goriilmektedir. Birinci TB’de X, agirhig ise ¢ok diisiiktiir. ikinci TB’de ise tam tersi durum soz
konusudur. Ayrica; temel bilesenlerin varyanslari sirasi ile Var(Y;) = A1, = 25,65 ve
Var(Y,) = A, = 0,65 dir. Goriildiigi gibi toplam varyansin hemen hemen tamami birinci TB
tarafindan aciklanmaktadir. Birinci TB’nin toplam varyansi agiklama orani:

V.A.0(Y)) = 7 /11/1 2265 = 0,9865 olup, toplam varyansin yaklasik %99’u birinci TB ile
1
aciklanabilmektedir.

b) Simdi de korelasyon matrisinin 6z deger ve 6z vektorlerini bulalim.

A 080 2 242,56 _
IR — AII—O:»|08O 1 -1 =A*=21+036=0> A, = > = 1, =18 ve
A, = 0,2 bulunur. Oz vektdrlerin bulunmasinda (a) daki yol izlendiginde; A; = 1,8 6z degerine

karsilik gelen 6z vektor a; = [0'707] iken, A, = 0,2 6z degerine karsilik gelen 6z vektor a, =

0,707
[_0(')770077] olarak bulunur. Boylece R matrisinden elde edilen TB’ler standart degiskenlerin

dogrusal fonksiyonlari olacagindan, birinci TB Y; = a3 Z = 0,707Z; + 0,707Z, ve ikinci TB
Y, =a,Z =0,707Z, — 0,707Z, olacaktir. Goriildiigii gibi standart degiskenlerin her iki TB
iizerinde agirliklar1 mutlak degerce birbirlerine esittir. Ama toplam varyansi agiklama oranlari
birbirinden farkli olacaktir, ¢linkii A, > A, dir. Birinci TB’nin toplam varyansi agiklama orani



Aq 1,8

V.A.0(Y)) = e 2 0,90 dir. Bu sonuca gore birinci TB toplam varyansi olduk¢a

yiiksek bir oranda aciklamaktadir. Bunun nedeni X; ve X, degiskenleri arasinda 0,80 gibi
yiiksek bir korelasyon olmasindandir. Fakat standart degiskenler Y; iizerinde esit agirliga
sahiptirler, bunun nedeni ise standart degiskenlerin varyanslarinin esit olmasidir.

¢) S matrisinden elde edilen TB’ler ile R matrisinden elde edilen TB’ler karsilastirilacak olursa
su sonuglar ortaya ¢ikmaktadir.

1) R matrisinden elde edilen TB’ler tarafindan agiklanan varyans oranlari, S matrisinden elde
edilen TB’ler tarafindan agiklanan varyans oranlarindan farklidir.

i) R matrisinden elde edilen TB’lerin katsayilari, S matrisinden elde edilen TB’lerin
katsayilarindan farklidir.

iii) R matrisinden elde edilen TB’leri baslangi¢ sistemine ait degiskenlere (X,) gore ifade
edersek, bu TB’ler hald, S matrisinden elde edilen TB’ler ile ayni olmayacaktir. Standart
degiskenleri baslangi¢ sistemindeki orijinal degiskenlere dontistiirdiigiimiizde, R nin TB’leri;

- ) = 0,707 (212 Xl) +0,707 ()‘2%?2)

=0,707X, + 0,141X, + (—0,707X; — 0,141X,) = 0,707X; + 0,141X, + (sabit)

= ) = 0,707 (1% Xl) 0,707 ()‘2%?2)

=0,707X, — 0,141X, + (—0,707X; + 0,141X,) = 0,707X; + 0,141X, + (sabit)

Y1—070721+0707ZZ=0707( )+0707(

Y, = 0,707Z; — 0,707Z, = 0,707 (X2 = ) 0,707 (=22

olur. Goriildiigi gibi bu TB’ler, S matrisinden dogrudan elde edilen Y; = 0,160X; + 0,987X,
ve Y, = 0,987X; — 0,160X,TB’lerinden c¢ok farklidir. Bunun nedeni S matrisinden dogrudan
elde edilen TB’lerin dl¢ekten bagimsizliginin eksikliginden kaynaklanmaktadir.

IV) R matrisinden elde edilen TB’ler 6l¢ekten bagimsizdir, ¢linkii R matrisinin kendisi 6l¢ekten
bagimsizdir.



